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三角形网格模型顶点曲率的求解算法 *
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摘 要: 推导了一般三角形网格模型顶点的平均曲率、高斯曲率和主曲率的计算方法 , 考虑到经常遇到粗糙三

角形网格模型 ,为提高其曲率计算方法的精度, 结合 Loop 细分曲面算法 , 进一步拓展了该曲率计算方法。该算

法用于具有特征保持的网格模型简化取得了良好的效果。
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Approach of Solving Vertex Curvature for Triangular Mesh Model

LIU Shi-qing, CHEN You-ping, YUAN Chu-ming, ZHOU Zu-de
( Natinonal Research Center of NC Engineering, Huazhong University of Science & Technology, Wuhan Hubei 430074, China)

Abstract: The approach of solving mean curvature, Gaussian curvature and principal curvatures of general triangular mesh
model was derived. Considering coarse triangular mesh model is often seen, in order to increase the precision of curvatures,
combined with Loop subdivision algorithm, the curvature algorithm was further extended. The application of the curvature solu-
tion to feature-perserved mesh simplication shows good result.
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  在计算机图形学、图像分析处理和几何建模等研究领域

中, 如自由曲面、反求工程、图像识别、三维医疗图像重构 , 以及

人脸识别等 , 经常需要计算主曲率、平均曲率和高斯曲率等值 ,

用于折痕、棱边、隆起、沟壑等关键特征的提取、噪声的过滤和

曲面的修补等 ,因此曲率计算受到了广泛关注。对于曲面 , 目

前已经有多种数字计算方法 ,这些方法基本上是基于参数化曲

面
[ 1] , 以隐函数 [ 2, 3]

或者四边形网格函数
[ 4, 5]
计算得到 ,这些方

法都十分复杂 ,运算量很大。由于三角形网格计算简单, 并且

可以通过硬件加速 ,三角形网格模型在计算机图形学和几何建

模中十分常用 ,有必要建立一种能快速方便计算主曲率、平均

曲率和高斯曲率的方法。图 1中的部分关键特征, 就是通过曲

率计算识别出来的。

1 网格描述及算法基本思想

1. 1  网格描述

直观上 , 三角形网格模型是由三维空间中的三角形通过边

和顶点相互连接而成的分段线性曲面。其中每条边最多包含

在两个三角形中。严格意义上 , 网格是一个二元组 M = ( K,

V)。其中 V = 1 , v2 , ⋯, vm i∈R3 表示网格 M中的顶点在

空间中的位置 , K是一个单纯复形 , 包含顶点集{ 1, 2, ⋯ 及

其非空子集 , 一个单纯复形包含了一组单纯形, 特别地, 把

∈ ∈ ∈K分别称作点、边和面 [ 6]
。

1. 2  曲线曲率的含义

要知道一条曲线在这一点的弯曲程度 ,只要知道多条曲线

在这一点的曲率大小即可, 分析如下 [ 7] : 曲线 r( s) 上任意一

点, 有一个单位法向量 N ( s) , 将 N ( s) 的起点平移到平面的原

点, N( s) 的终点就落到了单位圆周 S1 (图 2) ,这样就定义了一

个映射( Gauss映射) :

g ∶r( s) →S1  s→N( s)

当 s变化到 s +Δs时, 从下面泰勒展开式可以看出 Gauss

映射的变化。因为

N( s +Δs) = N ( s) + �N ( s) Δs +⋯ = N( s) - k( s) t( s) Δs +⋯

所以 , 当 s变化时 , r( s) 的速度是 |�r( s) |= 1,而 N ( s) 在 S1

上转动的速度是|k( s) |。从图 2 可以看出, 在 A ～B区间, N

( s)的转动速度较快 , |k( s) |较大, 因此比较弯曲 ; 而在 C～D

区间 , N( s) 的转动速度较慢 , |k( s) |较小 , 因此比较平坦。从

上面的分析可见曲线曲率反映了曲线的弯曲程度。

2  算法的具体描述

如图 3 所示, 与 v相连的边为vvi( i = 1, 2, 3, ⋯, n) ,过法矢

量 N v和边vvi 构造一个平面 P,设平面 P与原光滑曲面相交所
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图 1 三角形网格模型
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图 2 曲线曲率的几何意义
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得的曲线为 r( s)。一般地 ,曲线 r( s) 上任意一点 , 有单位切向

量 T( s)和单位法向量 N( s) ,则曲线 r( s) 上任意一点都有沿曲

线 r( s) 的 Frenet标架 T( s) ; N 则点 v = r( sv) 处的

Frenet标架为 v) ; T( sv) ; N ( sv) } 。由于网格模型不是连续

曲面, 无法直接求得曲线 r( s) 在顶点 v处的曲率, 必须建立其

近似求解方法。

首先求解三角形的法矢量 , 与 v相关的每个三角形 T v
i =Δ

( vivv( i +1) mod n) ( 1≤i≤n) 的单位法矢量可由下式求解 :

N v
i = ( ( vi - v) ×( v( i+ 1) mod n - v) ) /( ‖ ( vi - v) ×( v( i + 1) mod n -

v) ‖ )

根据每个三角形的单位法矢量和面积 , 可以估算出顶点 v

处的法矢量 N v:

N v = ( 1 /∑
n

i =1
Av

i ) ∑
n

i =1
N v

i Av
i , N v = N v /‖Nv‖

其中, Av
i 是与 v相关的三角形 Tv

i 的面积。

将曲线 r( s)在 s = sv处作泰勒展开 :

r( s) = r( sv) + r′( sv) ( s - sv) + 1 /2rn( sv ) ( s - sv) 2 +⋯ ( 1)

对于曲线上任意一点, 由于〈T, T〉= 1, 〈N, N〉= 1, 〈T,

N〉= 0,经推导可得

d /ds
T( s)

N( s)
=

0 k( s)

- k( s) 0

T( s)

N( s)
( 2)

由式( 2) 确定的一个函数 k( s) 就是曲线 r( s) 的曲率 , 令式 ( 2)

的 s = sv,联立式( 1) ,有

r( s) = r( sv) + T( sv ) ( s - sv) + 1 /2k( sv) N( sv ) ( s - sv) 2 +⋯ ( 3)

其中, N( sv) = N v, N v就是前面求得的顶点 v的法矢量( 图 3 ) ,

k( sv) 就是曲线 r( s) 在顶点 v处的曲率。

当网格比较致密 ,三角形比较细小时 , 取 s = s vi, 从 v到 vi

的弧长 ( svi - sv ) 用边 ei = vvi 的长度近似代替, 即 svi - sv≈

‖vvi‖,用 N ( sv) 点乘式( 3)两侧 ,则有

k( sv )≈2( N v ×vvi) /( ‖vvi‖ ) 2 ( 4)

但是对于比较粗糙的网格, 从 v到 vi 的弧长 ( svi - sv ) 和边

长‖ vvi‖的差异已经较大, vi 已经不落在 v的邻域, 取 svi -

sv≈‖ vvi‖势必会造成较大误差的估算结果。为了进一步提

高运算精度又不影响实时性 , 采用 Loop 细分规则 [ 8] , 边vvi 之

间分裂出一个新顶点( 叫边顶点或 E-顶点) , 再用新顶点取替

vi 求解 k( sv) 。

图 4是网格细分前后的两个网格 , 逆向看,可以将左侧网

格看作是右侧网格的简化 ,显然 ,右侧网格更贴近原曲面 , 其中

新增的顶点就是 E-顶点。图 5 给出了 E-顶点的求解规则 :

( 1) 如图 5( a)所示,对每条内部边vvi,设共享此边的两个三

角形分别为△vvi v1 和△vviv2 , 则 vE =3/8( v + vi) + 1/8( v1 + v2) 。

( 2) 如图 5( b) 所示,边界边 E-顶点定义为 vE = 1/2( v + vi) 。

将 vE 取代 vi ,求得

k( sv )≈2( N v×vvE) /( ‖ vvE‖
2 ) ( 5 )

这就是曲线 r( s)在顶点 v处的曲率近似值 ,虽然是曲线曲

率, 但也反映了曲面在点 v处沿单位向量 T( sv)的弯曲程度。

考虑有向表面 ,如图 6所示, 对于网格上任一顶点 P, 设 T

和 N分别为该点的切矢量和法矢量( 请参照图 3) , 设 Tmax和

Tmin分别是该点处主曲率 kmax和 kmin的主方向 , kn ( φ) 是法截面

曲线的曲率 ,根据欧拉公式 kn( φ) = kmaxcos2φ+ kminsin2φ,由微

分几何知识可知 :

1 /2π∫
2π

0
kn( ) d = ( kmax + kmin) /2 = H ( 6 )

1 /2π∫
2π

0
kn( ) 2d =3 /2H2 - 1 /2K ( 7 )

其中 , H为平均曲率, k = kmax ×kmin是高斯曲率。通过式 ( 6)

( 7) 可以推导出三角形网格的平均曲率和高斯曲率。由梯形

近似求积分公式和式( 6)可得( 图 6)

H = 1 /2π∫
2π

0
kn ( ) d ≈ 1 /2π[ ( k1 + k2 ) /2 1 + ( k2 + k3 ) /

2 2 +⋯ + ( km + k1 ) /2φm] ( 8 )

其中 , k1 , k2 ,⋯, km 根据网格模型的粗糙程度由式( 4) 或( 5) 求

得。同样的方法 ,由式( 7)可以求解出高斯曲率 K, 主曲率 kmax

和 kmin也就得到

kmax = H + H2 - K, kmin = H - H2 - K

3  应用举例

网格模型是对曲面的逼近, 对于较平坦的区域 ,部分三角

形可以删除 ,以减少三角形总数 ;但对于棱边、棱角和边界等能

充分反映模型特征信息和尺寸的区域, 曲面起伏较大 , 则希望

保留更多细节 ,也就是三角形应该密集分布的地方。该区域的

三角形应推迟删除或不删除。也就是说 ,可以根据曲面各个区

域的起伏情况来删减三角形。

利用前面得到的曲率公式, 根据曲率的大小 , 很容易判断

出网格模型的关键特征。现代三维扫描设备得到的三维模型

往往由几万个 ,甚至上百万个三角片组成, 而计算机性能有限 ,

因此庞大的数据给后续的显示、存储和处理等带来了很大的困

难, 对于实时显示要求较高的场合 ,如虚拟现实和增强现实 , 过

多的面片会导致渲染速度过慢, 严重影响了沉浸效果 , 有必要

在满足精度的情况下 ,尽量减少面片的数量。由于关键特征对

于保持模型的外观形状 , 保证良好的视觉效果显得十分重要 ,

利用曲率能很好反映关键特征这一特点 ,建立基于曲率的边折

叠
[ 6]
代价函数 ,由代价函数来指导边折叠顺序 , 推迟与关键特

征相关的边的折叠 ,也就推迟了与关键特征相关的三角片的删

减, 起到了既能减少三角片总数 , 又能保持关键特征的效果。

基于曲率的网格模型简化算法与本文的主题无关 ,在此不作具

体介绍。图 7 就是基于曲率的网格模型的简化 ( 下转第 111 页 )
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用插值法产生另外两个角度。A2 = A1 + α1 ( A3 - A1) ,

A4 = A3 +α2( A5 - A3) 。其中 α1、α2 是比例因子 , 随机取值范

围[ 0, 1] ,为了避免两角靠得太近, 其取值应根据临床需要可

调, 如取[ 0. 2, 0. 8] 等。遗传算法的本质是对模式进行一系列

的运算 , 即通过选择算子将当前群体中的优良模式遗传到下一

代群体中 , 通过交叉算子进行模式重组 , 通过变异算子进行模

式突变。通过这些运算 , 较差的模式逐渐被淘汰, 较好的模式

逐渐被遗传和进化 , 最终可得到问题的最优解。根据临床经

验, 首先引入优良模式 ,大大节省了 SGA寻找所引入的优良模

式的时间 , 这样就大大减少了计算时间。通过这样的处理 , 将

遗传算法与医生的经验知识集成到一起 , 可提高遗传算法运行

的效率和求解质量。

0 * 110 * 250
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图 2  特定肿瘤人工优良模式

2 程序设计

综上所述 ,给出逆向调强适形放射治疗计划中机架角选择

的算法程序流程图( 图 3) 。据此又可设计出相应的处理程序。

图 3 IMRT机架角选择的算法程序流程图

3  结束语

根据临床知识及多年适形计划设计经验 ,提出人工优良模

式, 并把模拟退火算法引入作为一个算子 , 为庞大的逆向调强

适形治疗计划的设计、开发和完善提供参考。在 IMRT计划设

计中 , 要求靶区剂量适形度高、均匀性好 ,同时要求保护好危及

器官。这一矛盾的解决需要选择合适射野物理参数 ,如能量、

机架角、机架角数、每一机架角的子野数、子野形状、每个子野

的 MU数等。这些都需要融入生物、物理、临床的最新知识。

因此 IMRT软件的编制、完善 ,不但要注意把医生、物理师临床

知识、经验融入到一个具体的计划中来 , 而且应加强软件的自

适应或学习能力、更新人的最新知识等。这些问题有待于进一

步探索、研究。
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(上接第 108 页 ) 效果。可以看出 ,在对网格模型大幅度简化后 ,

所有关键特征均较好地保持下来 , 如三条凹槽没有粘连, 轴孔

依然是圆形 , 边缘凸出。

4 结束语

本文给出了三角形网格模型的曲率计算公式 ,为了提高粗

糙网格模型曲率的计算精度 , 结合网格模型的细分算法, 进一

步给出了粗糙网格模型的曲率计算公式。其计算方便、运算速

度快。作为例子 ,简要介绍了曲率在具有特征保持特性的网格

模型简化上的应用。
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设置各参数袁初始化
产生 M个满足约束条件的个体渊包括人工优良模式冤袁组成初始群体 P渊t冤

评价种群 P渊t冤的适应度
进行选择尧交叉尧变异尧免疫操作

进行模拟退火操作袁得到新种群 P忆渊t冤
将 P渊t冤和 P忆渊t冤合并成总群体 P义渊t冤

将 P义渊t冤按适应度排序袁取前 M个作为第 t代进化结果

到终止代数钥
输出结果袁终止计算Y

t 饮 t+1 N

图 6 求解顶点 P曲率的示意图

P

渊a冤原始网格模型袁11 004个三角形 渊b冤简化率80% 渊c冤简化率90%
图 7 活塞网格模型的简化效果




